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Аппарат теории вероятности

(Ω,F ,P)

Ω – множество эллементарных событий
F – σ-алгебра подмножеств Ω

P – вероятностная мера.

(Ω,F , (Ft),P)

(Ft) – фильтрация вероятностного пространства
Fs ⊂ Ft ⊂ F , ∀s ≤ t, s ≥ 0, t ≥ 0



(B , S) - рынок

Безрисковый актив B = (Bn).
d-мерный рисковый актив S =

(
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n , . . . , S

d
n

)
Fn−1-измеримая последовательность Bn

Fn-измеримые последовательности S i
n

дисконтированная цена рискового актива

S i
n

Bn



Арбитраж

Самофинансируемая стратегия π реализует арбитражную
возможность (в момент времени N), если при нулевом
начальном капитале X π

0 = 0 ее капитал в момент времени N:
X π
N ≥ 0 (P- п.н.) и P(X π

N > 0) > 0



Эквивалентная мера

P ∼ P̃ : P(A) = 0 ⇐⇒ P̃(A) = 0



Первая фундаментальная теорема теории расчетов
финансовых активов / The First Fundemental Asset
Pricing Theorem

Для того, чтобы (B, S)-рынок был безарбитражным
необходимо и достаточно, чтобы существавала (хотя бы одна)
мера Q, эквивалентная мере P, т.ч.:

EQ
[
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n

Bn
| Fn−1

]
=

S i
n−1

Bn−1

Q называется риск-нейтральной (risk-neutral) или
мартингальной мерой.
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Полный рынок / Complete market

(B, S)-рынок называется полным (N-полным) если всякое
FN -измеримое ограниченное платежное поручение fN = fN(ω)
достижимо. Т.е. найдется самофинансируемый портфель π и
начальный капитал x т.ч. X π

0 = x и X π
N = fN (P-п.н.) [Ширяев]

A market in which every possible contingent claim can be replicated
is said to be complete. [Joshi]

При построении репликации мы пренебрегаем накладными
издержками (transaction costs, bid-ask spread)



Вторая фундаментальная теорема

(B, S)-рынок является безарбитражным и полным тогда и
только тогда, когда существует только одна мартингальная
мера.



Процесс для цены underlying

В ’real-world’ мере P:

dSt = µStdt + σStdW
P
t

dBt = rBtdt т.е. Bt = B0e
rt

Отсюда для дисконтированной цены :

d

(
St
Bt

)
= (µ− r)

St
Bt

dt + σ
St
Bt

dW P
t



Процесс для цены underlying

Можно показать (используя теорему Гирсанова), что в
риск-нейтральной мере Q:

d

(
St
Bt

)
=

St
Bt

dWQ
t

Т.е.
dSt = rSdt + σSdWQ

t

S(t) = S(t −∆t) exp(rt − 1
2
σ2t + σWQ

t )

см. применение в методе Монте-Карло.



Применение для цены опциона

C0

B0
= E
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]
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Подинтегральное выражение больше нуля, только если
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Cox-Ross-Rubinstein model

CRR



Вычисление цены численным решением PDE

∂C

∂t
+

1
2
σ2S2∂

2C

∂S2 + rS
∂C

∂S
= rC

Разностные схемы для производных

Forward difference: ∂f
∂S ≈

fi+1,j−f i ,j
∆S

Backward difference: ∂f
∂S ≈

fi,j−f i−1,j
∆S

Central or symmetric difference: ∂f
∂S ≈

fi+1,j−f i−1,j
2∆S

∂2f
∂S2 ≈

fi+1,j−2fi,j+fi−1,j
∆S2



The explicit method

rfi ,j =
fi ,j − fi ,j−1

∆t
+ rS

f i + 1, j − fi−1,j

2∆S

+
1
2
σ2S2 fi+1,j − 2fi ,j + fi−1,j

∆S2

fi ,j = ai fi−1,j+1 + bi fi ,j+1 + ci + fi+1,j+1



The implicit method

rfi ,j =
fi ,j+1 − fi ,j

∆t
+ rS

f i + 1, j − fi−1,j

2∆S

+
1
2
σ2S2 fi+1,j − 2fi ,j + fi−1,j

∆S2

fi ,j+1 = ai fi−1,j + bi fi ,j + ci + fi+1,j

Mfj = fj+1 − k



The Crank-Nicolson method
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2
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[
fi+1,j−1 − fi−1,j−1

2∆S
+

fi+1,j − fi−1,j

2∆S

]
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1
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[
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∆S2

]

M1fj−1 = M2fj



Вычисление цены численным решением PDE

Пример
PDE



Пример реализации библиотеки

quantlib.org

The QuantLib project is aimed at providing a comprehensive
software framework for quantitative finance. QuantLib is a
free/open-source library for modeling, trading, and risk
management in real-life.
QuantLib is written in C++ with a clean object model, and is then
exported to different languages such as C#, Objective Caml, Java,
Perl, Python, GNU R, Ruby, and Scheme.

QuantLib

http://quantlib.org/index.shtml
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